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Resumen Se presenta el modelo dinamico en ecuaciones Hamiltonias contro-
ladas por puerto (EHCP) de un doble péndulo subactuado, al que se incorpora
un modelo de friccion dinamico no lineal para describir la friccion en las articu-
laciones. Con base en el modelo, se disefia un controlador basado en pasividad
por asignacion de interconexion y amortiguamiento (CBP-AIA), que tiene una
accion global sobre el sistema. Se incluyen resultados de simulacién.
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1. Introduccién

La técnica de modelado de sistemas por ecuaciones Hamiltonias controladas por .
puerto (EHCP) busca analizar su comportamiento desde una perspectiva de intercam-
bio de energia y a partir de ella identificar que elementos permiten llevar a cabo una
manipulacion de la energia del sistema con el objeto de lograr un comportamiento de-
seado (Ortega, R. et al., 2002).

Esta técnica se ha usado con buen éxito para el modelado y control de sistemas
mecanicos (Ortega, R. et al., 2001). Sin embargo, la inclusion de los efectos de friccion
en sistemas mecanicos en el marco de EHCP se ha limitado a incluir efectos lineales
de friccion viscosa (Acosta J. A. et al., 2005) y ha ignorado los efectos de friccion
dinamica no lineales que son comunes en esta clase de sistemas. Una de las razones
para esto estriba en las dificultades modelar estos efectos en el marco de EHCP.

En este trabajo se propone un modelo de friccion dindmico, desarrollado a partir
del modelo de LuGre (Canudas de Wit y Olsson H., 1995) y de evidencia experimental
(Jiménez, R. y Alvarez, L., 2005), que describe la friccion dinamica en las uniones de
un manipulador robdtico. Las coordenadas generalizadas del modelo se extienden para
incluir los estados internos asociados con los modelos dinamicos de friccion. La estruc-
tura resultante preserva las propiedades de los sistemas en EHCP, es decir, pasividad y
estabilidad en el sentido de Lyapunov del punto de energia minima.
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El modelo en ECHP con efectos de friccion se desarrolla para el caso particular de
un doble péndulo subactuado con friccién no lineal en las articulaciones y, a partir de
la técnica de Control Basado en Pasividad por Asignacion de Interconexién y Amor-
tiguamiento (CBP-AIA), se disefia una ley de control que permite estabilizar el péndulo
en el punto de equilibrio inestable en lazo abierto.

La estructuracion del trabajo es la siguiente. En la seccién dos se describe el modelo
de friccion no lineal y en la seccién tres se resume la técnica de modelado por EHCP,
incluyendo el modelo de friccion dinamico. En la seccién cuatro se presenta el disefio
de la ley de control por CBP-AIA, y en la seccion cinco se presentan los resultados
de simulacion. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo y la direccion para

trabajo futuro.

2. Descripcion del modelo de friccién dinamico

La friccién se presenta cuando se producen fuerzas tangenciales por el contacto de
superficies solidas sobre las que actian fuerzas normales. Algunos elementos que ca-
racterizan la friccién son las propiedades de volumen de los cuerpos: dureza, fragilidad,
pardmetros térmicos y pardmetros elasticos (modulo de Young, médulo de corte, ener-
gia elastica almacenada, entre otros) y las propiedades de las superficie: las reacciones
quimicas de la superficie con el ambiente, peliculas o capas de sustrato aplicadas para
reducir la friccion, etc. Algunos fendmenos asociados a la friccion son particularmente
dificiles de representar. Entre ellos se encuentra el efecto Stribeck, cuyo comportamien-
to describe la transicion de friccion esttica a friccién dinamica y que se representa en

laFig. 1.
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Figura 1. Curva de friccion vs. velocidad que muestra el efecto Stribeck.

Los modelos dinamicos de friccién proponen una vision microscopica para analizar
este fenomeno. Asi, a estos modelos se les asocia un estado interno que describe la
deformacion promedio de las imperfecciones microscopicas del material en la zona de
contacto. A las imperfecciones se les denomina cerdas o peines, por la similitud de su
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comportamiento mecanico con el de objetos con estas formas geométricas, que primero
se deforman y luego se deslizan'.

Los modelos mas dinamicos de friccion mas populares para fines de control son el

modelo de (Dahl, 1976) y el modelo de LuGre (Canudas de Wit y Olsson H., 1995),
que tiene la siguiente estructura

F!, =09z + 012+ 028 1)
_oollsliz
g(s) =

donde FY, es la fuerza de friccion, § es la velocidad relativa de las superficies en con-
tacto, z es el estado interno de deformacion promedio de las cerdas, o; con constantes
convenientes y g(s) es un funcion incluida para describir el efecto Stribeck.

Desde el punto de vista de las EHCP, resulta claro que el modelo de LuGre no
presenta efectos acoplados entre la velocidad relativa de movimiento de 1a superficie
y la de deformacion de las cerdas. Este tipo de términos corresponde a los términos
de Coriolis en las formulaciones dinamicas de sistemas mecanicos. Para poder incluir

estos efectos, en este articulo se propone modificar el modelo de LuGre para darle la
siguiente estructura

Ffr =00z + 012 + 028 — 0102}|8{|3

3)
i= 5+ agllills — 2232 @)
g1
con a2 una constante.
Al sustituir (4) en (3) y simplificar se obtiene
Ffr = 09z + (01 + 02) 8 — a200||3||z )

Es también posible expresar (4) y (5) en la siguiente forma, que resultara de utilidad

mas adelante
—Ffr - 0-1 _ oy + o2 —0.2".‘3“ $ ©)
z 10 —aoflsl 213l 0oz
El funcionamiento de este modelo fue comprobado con datos experimentales obtenidos

del comportamiento de un amortiguador magnetoreologico en (Jiménez, R. y Alvaregz,
L., 2005).

3. Ecuaciones Hamiltonianas Controladas por Puerto

Las EHCP permiten modelar dinamicas de sistema de parametros concentrados de
tal forma que la estructura de las ecuaciones del modelo permite evidenciar la inter-
conexién y la disipacion de energia en el sistema (Ortega et al., 1998). Otra ventaja

! Ver (Armstrong Hélouvry B. et al., 1994) para un resumen extensivo de distintos modelos de
friccion.
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al utilizar estd metodologia es que 1a conexién en configuracion de retroalimenteacién
de sistemas modelados en EHCP genera un sistema que conserva las propiedades in-
trinsecas de las EHCP, ademas de permitir aplicar CBP-AIA de forma mas simple. Una

forma general de las EHCP es

: oOH
& =lJ(2) - R@)) 5 (@) +9(=)u @
oH
y=9"(@)5(2) (8)
donde z € R" es vector de estados, J(z) = —J (z)Tes la matriz de interconexion,

R(z) = R(z)T2>0 es la matriz de amortiguamiento, H(z) es la funcion de almace-
namiento de energia y u, y son la entrada y la salida, respectivamente cuyo producto

genera unidades de potencia.
El sistema en (7) y (8) es pasivo de u a y con H(z) la funcién de almacenamiento

de energia pues satisface

t
Hla(0) - HizO)] = [ wTOue)d - o),
2 \0 — o i R
energia-almacenads = = po B p

con d(t) la funcién que captura los efectos de disipacion del sistema.

Cuando no se ejerce accion de control, (u = 0), la funcién H (z) es no incremental,
esto es H[z(t)] < H([z(0)], y decreciente en la presencia de disipaci6n. Si la funcion de
energia es acotada por debajo, el sistema se estabiliza en el equilibrio. Ademas, si H (z)
es no negativa se tiene — fot u(t)y(t)dt < H[z(0)] < oo, que muestra que la energia
que el sistema puede disipar es acotada.

3.1. Dindmica del doble péndulo con friccion dindmica en EHCP

En la figura 2 se presenta el diagrama de cuerpo libre de un doble péndulo con
actuacion solo en la primera articulacion. Para este sistema mecanico, cuando no se
consideran efectos dinamicos de friccion, el modelo en EHCP tiene como estados la
posiciones angulares [q;  go]T y el momento angular [p;  p2]T. La funcién de energia
es

1
H= EPTM “Hep+U(g)

donde "M (g)pesla energia cinética y U(g) la energia potencial del sistema. Adi-
cionalmente se presenta la siguiente relacion que es util para el modelado del sistema

R

entonces

a1 — M1y = p11(g) p2(9) ] [m
[éz M p—[#zl(Q)#zz(Q)] _Pz] ©)
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Figura 2. Diagrama de cuerpo libre de un manipulador de dos grados de libertad

Cuando se incorporan los efectos dinamicos de friccion, se debe incorporar un estado
interno, 2;, con dinamica dada por (4), donde § = ¢; y un juego de constantes para cada
articulacion. La funcion de energia se modifica para incluir la energia potencial de estos
estados internos para quedar como

M2i1(q) M22(q) P2

1 ,,1
—magleacos(qr + g2) + 500%1 + 50072 (10)

-1
H= % [p1 22 ] [Mu(Q) Mu(Q)] [Pl] — (maler +maly)geos(qy)

A partir de (10), al seguir la forma general en (7) y utilizar (9) se obtiene el modelo
dinamico del manipulador que se presenta en (11).

@ 0 0100 07 [00 ©

0 0 A[VaH] [0
d2 0 00100} (000 o o0 o0 |[|v,H]| |0
pr|_JJ]-1000-10]| |00 ¢ 0 -a2d O |||V, H| |1
p2|7Y 0 —1000 -1|7|00 0 o 0 -ar||v,m|T|of
P 0 0100 0| |00-a24 O 24 0 ||V,H| |0
# 0 0010 0] {00 0 —a¥ 0 27 J[V,H]| [0

donde: 0 = 01 + 02, A = |pn1p1 + p12pa|, T = |pa1pr + poopal.
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4. Diseiio de una ley de CBP-AIA

Para el disefio de la ley de control se propone una dindmica deseada en EHCP para
el sistema en lazo cerrado de la forma

z = [Ju(z) — Rd(z)]%gi(z) (12)

con elementos que aseguren que Jq (x) = —J7T (z) (matriz antisimética de interconexi6n
deseada), Ra(z) = RY(z) > O (matrizde amortiguamiento deseada), Hy con mini-
mo en z, (funcién de almacenamiento de energia deseada) y z. el punto de equilibrio

deseado para el sistema en lazo cerrado.
Existen varias metodologias para el disefio de leyes de CBP-AIA. Una de ellas

consiste en disefiar el sistema de lazo cerrado de acuerdo con la siguiente

Proposicién 1 (Ortega, R. et al., 2002) Dados J(z), R(z), H(z), g(z) y el punto de
equilibrio deseado a ser estabilizado T.€R", asumir que se pueden encontrar las fun-
ciones B(z) Ja(z) Ra(z) y el vector x(z) que satisgan

8Hy

[V (z) + Ja — (R(z) + Ra(@)))(z) = —[Ja(s) — Ra(2)] 5~ (2)

donde J, es la asignacion de interconexion, R la asignacion de amortiguamiento, H,
la funcién de almacenamiento de energia deseada y 3(z) la ley de control, tal que se
asegure:

» Preservacion de estructura

=« Integrabilidad

s Asignacion de equilibrio

» Estabilidad de Lyapunov
Bajo estas condiciones, la ley de control u = [3(z) proporciona un sistema de lazo
cerrado (12), cuya funcién de almacenamiento de energia es de la forma

Hy(z) = H(z) + Ha(z) (13)
ademds se cumple que
2 (2) = (z) (149
oz
El equilibrio en lazo cerrado estd dado por
AR
= o Zl(g) =

Z, {zeR |[ 5% J Ry P (z) 0} (15)
y el estimado del dominio de atraccion esta dado por {zeR"|H4(z) < c}. ]

A partir de la dindmica de la planta descrita por la ecuacion (7) y el sistema deseado
en lazo cerrado dado por (20) La ley de CBP-AIA esta dada por

B(z) = lg" (2)9(2)) 9" (2){[Ja(z) — Ra(2)]VHa = [Ju(z) - Ra(x)]VH(z)}  (16)
donde se debe satisfacer ademas una condicién de aparejamiento?.

2 Ver (Ortega, R. et al., 2002) para més detalles.
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4.1. Ley de CBP-AIA para el doble péndulo con friccién dinimica

Para el caso del doble péndulo es posible demostrar que si el punto de equilibrio
deseado en lazo cerrado corresponde con la posicion erguida vertical, entonces las si-
guientes asignaciones satisfacen los requisitos de la proposicién

1 M
Ha= 5 o1 2a] [ (D 4D [22] 4 (mates + matgeontan)

1 1
+m:glc2603(QI + qz) + 50’02% + —0022

9972 an
_ Ri1d Ri2d
Ha=dtg [Rlzd Rna] (s
Donde la ley de CBP-AIA es
1
B(@)=_ {2(malcr +mal1)g sen(q1) +2maleasen(q +gz)
+Ry1a(p11p1 + p12p12) + Ri2a(p21p1 + pa2p22)} (19)

La dindmica de lazo cerrado, después de realizar las sustituciones correspondientes en
(17) se muestra en (20).
Al comparar las Ecs. (20) y (11), se observa la introduccién de los términos R, 4,

Ri24 Y R224 asociados a la asignacion de amortiguamiento extra en el sistema de lazo
cerrado.

@ 0 0100 0 60 0 0 0 0 o x
i 0.0 0 0 0 0 q

q2 0 0010 O e
D -1000-10 00Rua+o Riza —a24 0 a2

#|= ~100 Raa Ruato 0 —a|y|VmlH
p2 0 -100 0 -1 . R
2 : 00 =—a24 0 24 -

21 0 0100 O 00 0 T 0]0 a5 V:XH
22 0 0010 O -az o viH

(20)

5. Resultados de simulacion

En esta seccion se presentan los resultados de un experimento realizado por simu-
lacion que consiste en mostrar que la ley de CBP-AIA puede llevar al doble péndulo
a la posicion erguida vertical. Se proponen como condiciones iniciales que el primer
brazo se localice a 36° y que la posicion angular del segundo brazo sea 18°, segiin el
sistema de referencia mostrado en la figura 2.

Las figuras 3 y 4 muestran la trayectoria de los dos brazos del péndulo doble. Se
observa que ambos brazos se encuentran cerca de la posicion inferior de acuerdo con el
sistema de referencia adoptado y que al entrar en accion la ley de CBP-AIA los brazos
llegan a la posicion vertical superior. La ley de control empleada para el tnico actuador
en el primer brazo se muestra en la figura 5. Es importante notar que esta ley de control
es continua y que no es necesario usar una ley conmutada (Aracil J. y Gordillo F., 2005)

para primero impulsar el doble péndulo y luego estabilizarlo en la posicion de equilibrio
inestable en lazo abierto.
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6. Conclusiones y trabajo futuro

Se han incluido efectos dinamicos de friccion para sistemas mecdnicos modela-
dos en el marco de ECHP. Para ello se propuso una modificacion al modelo dinami-
co de friccion de LuGre que permite incorporar los estados internos de dicho mode-
1o en el marco del modelo dinamico en EHCP. Esta modificacion permite asegurar las
propiedades de pasividad inherentes a esta formulacién. Se aplicé esta formulacion para
el caso de un péndulo doble subactuado con efectos dinamicos de friccion en las arti-
culaciones. A partir de este modelo en EHCP se ha propuesto una ley de control global
diseiiada por la metodologia de CBP-AIA que estabiliza al doble péndulo en la posicién
vertical erguida en lazo cerrado. Esta ley evita la solucion tradicional al .problema de
control del doble péndulo erguido que consiste en recurrir a la conmutaglén entre dos
leyes de control (Aracil J. y Gordillo F., 2005); la primera de ellas proporciona un fuerte
impulso inicial y la otra se utiliza cuando el doble péndulo se encuentra en una vecin-
dad de la posicién erguida. Queda ain por verificar experimentalmente los resultados

obtenidos por simulacién.

Figura 3. Desplazamiento angular brazo | Figura4. Desplazamiento angular brazo 2
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Figura5. Ley de control

[Parimetros del robot

l1 {0,450

Parametros amortiguador l2 | 0,450

le1{ 0,091

o2 0,2[N - s/m)| e e

o1 0,1[N - s/m)| i B

e m1|23,902
oo|1z107*[N/(V - m)]

=4 m2| 3,880

a2 1210~ %[s/m] e

)
120,093
g1 981

Matriz de inercia,de Coriolis y vector de gravedad.

M1(g) = mall +mal? + 2malileacos(qz) + Iy + Iz
Mi2(q) = malZ; + malilcacos(q2) + Iz

M21(q) = malZy +malyleacos(q2) + I

Maz(q) = mal%, + I

C11(q) = —malilcaseng, (u21p1 + po2p2)

Cr2(q) = —malilcaseng, [(p11p1 + p12p2) + (p21p1 + p22p2)]

C21(q) = malilcaseng, (u11p1 + 12p2)

C22(q) =0

91(q) = [male1 +mali]gsen(q1) + magleasen(q + g2)
92(q) = maglcasen(qi + g2)

10
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